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Sopra una classe
di equazioni differenziali lineari
riducibili .
(Di CARLo BIGIAVI, a Pisa.)
I.ia teoria generale dei punts singolari dells equazioni differenziali li-
neari, esposta dal Fuerts, ci d~ it modo di riconoseere con metodi perfetta-
mente determinate, se una data equazione ammette per integrals generale una
funzione uniforms in tutto it piano ed avente un solo punto di singolaritu
essenziale, che, per mezzo di un cambiamento di variabile, si pub sempre
supporre trasportato all' infinito . Brits infatti esaminare uno ad uno i punts
singolari dell' equazione a t~erificare se in ciascuno di essi tutti gl' integrali
siano finite a continue, o abbiano tutto al piu dei pole, la qual coca si pub
fare con operazioni puramente algebriche . Ma, quando invece si tratti di ri-
conoscere se una data equazione ammetta soltanto alcuni integrali particolari
uniforms, o piu in generale se essa sea riducibile, it solo esame dei suoi punts
singolari non b piu sufficiente per la risoluzione del problems . Cib depends dal
fatto che non sappiamo nulls dells modificazioni che subiscono gl'integrali,
quando colla variabile si gira attorno a due o a piu dei loro punts critici .
Per altro vi sono dei essi particolari nee quali la sola natura dei punts
singolari a un dato sufficiente per stabilise l'esistenza di alcuni integrali uni-
forms. Cosi, ad esempio, consideriamo un' equazione del terz'ordine avente in
tutt' it piano tre sole punts a, h, c critici per gl' integrali, tall pert che esi-
stano le equazioni determinants relative ad essi, a supponiamo che nelle vi-
cinanze di ognuno dei punts a, b, c vi siano due integrali monodromi di-
stinti . Con quests date si pub subito stabilise che 1' equazione possiede un
integrals uniforms in tutto it piano .
Infatti siano y,,
y2
due integrali distinti a monodromi nell' intorno di a,
e sea y3 un terzo integrals definito nelle vicinanze di a, diverso da y,,
y2
Annals di Matematica, tomo X IX .
	
13
98
	
Bigiavi : Sopra una classe
e da qualunque lore combinazione lineare a coefficients costanti . Evidente-
mente la fun$ione
y3
non riprende to stesso valore, quando ceha variabile si
gira attorno ad a. Siano poi u, v altri due integrals distinti a monodromi
nelle vicinanze di b ; avremo allora :
U = cCi y!
+2Y2
aa3 y3
V -`-Rlyi+/32y2+R3y3,
eve le a e j3 sono costanti determinate. Da queste relazioni si deduce the la
fun zione :
133u
_.,- a3
v
e un integrale the si mantiene monodromo nelle vicinanze di a e di b, e
the quindi a uniforms in tutto it piano.
Si potrebbero citare vani altri esempi analoghi a queste ; ma le equa-
zioni, the in tal modo si vengono a considerare, sono troppo semplici perche
di esse si debba trattare in esteso. Se invece consideriamo le equazioni a
coefficients doppiamente periodic}, troviamo un case assai pit interessante nel
quale si pus dimostrare the la sola natura dei punts singolari basta per sta-
bilise the queste equazioni sono riducibili, ed ammettono un gruppo d' inte-
grale uniforms . Questo case si presents per queue equazioni a coefficients el-
littici d' ordine n the hanno entro it parallelogrammo dei periods un solo
punto critico per gl'integrali, tale the le radici dells determinants relativa
ad esse siano numeri inters, e the esistano n - 1 integrale distinti e privi
tie logaritmi nelle sue vicinanze .
Parendomi the queste equazioni a coefficients ellittici potessero offrire un
certo interesse, mi sono proposto di fame un breve studio, tanto pit the la
proprietb the esse hanno di possedere alcuni integrale uniforms non si deduce
pit in modo cost semplice come nell'esempio pr~cedente .
Ho devise it mio lavoro in quattro parts ; nella prima, dope avers ricor-
dato brevemente alcuni dei risultati fondamentali ottenuti dal Fvcxs sulk}
equazioni lineare, mi sono fermato in modo specia .le sully ricerca dells rel~-
zioni the esprimono la condizione necessaria a sufficiente affinche in un gruppo
d'integrali ve ne siano alcuni privi di logaritmi; nella seconds ho esposto
alcuni teoremi generals sulle equazioni a coefficients ellittici riducibili ; nella
terza poi ho preso a considerare queue equazioni lineare the mi sono pro-
posto di studiare, ed ho dimostrato she esse ammettono sempre un gruppo di
integrale uniforms ; finalmente nell' ultima ho citato alcuni esempi, limitandomi
per altro alle sole equazioni del secondo a tern' ordine .
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1 . Consideriamo l'equazione differenziale lineare d'ordine n
~~ (y) = d
'x" + p 1 d'xn' i +
. . . .+.
pn y = 0
pei valori delta x interns ad un certo cameo C, net quale le funzioni p,,
PQ, . . .
pn
si suppongono uniforms, a proponiamoci di studiarne gl'integrali
nelle vicinanze di un punto a interno a C.
Pub darsi the i coefficients p si mantengano finiti per x, = a ; in tat easo
risulta da un teorema di CAUCHY the 1' integrals generate e una funzione uni-
forms nelle vicinanze di a, the si mantiene finita e differente da zero in
questo punto. Si pub formare quests funzione con n integrals particolari :
f,(x), fi(x),
. . .
fn-4(x),
tale the f(x) sia uniforms nelle vicinanze di a, ed abbia in questo punto un
infinitesimo d' ordine i .
Pub ancora accadere the alcuni dei coefficients p divengano infiniti per
x = a . Si dice allora the a b un punto singolare dell' equazione .
In questo secondo caso it FUCHS ha studiato it modo di comportarsi degli
integrals nelle vicinanze di a, ed ha dato le regole per costruirli effettiva-
mente quando a e un polo pei coefficients p tale die le funzioni :
(x -
a)p , , (x
- a)z p2 , . . . (x - a)n p
n
si mantengano finite per x = a .
Indichiaino con bi it limits dell'espressione (x - a)1pi per x = a, a consi-
deriamo 1'equazione algebrica di grado n nella quantity incognita r, espressa da :
F(r)=r(r-1) . . .(r-n-{- 1)+r(r-1) . . .(r-n+2)b1+
.+	+
.-rbn-i+bn=Q •
Essa si chiama 1'equazione determinants relative ad a di D(y) = 0 . Ii risul-
tato importance ottenuto dal FUCHS consists in cib the ad ogni radice di
F(r) = 0 corrisponde nelle vicinanze di a un integrate particolare di J(y) = 0,
e ohe gli n integrals the si hanno modo appartengono ad un sistema
fondamentale .
Si distribuiscano le n radici di F(r) = 0 in vani gruppi, tali the le ra-
dici di ogni gruppo siano a differenze inters, ed in ogni gruppo si dispon-
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gano le radici in mode the le lore parts reali non vadano crescendo . Al-
bra, se :
r,,
ra
e un gruppo di A radici, si ha the i l integrals ad esse corrispondenti pos-
sono nelle vicinanze di a essere rappresentati dalle espressioni :
y, _ (x - a)ri
~,, ,
yh =
(x -
a)' h [Ih, i + ph, a
log(x - a) +
.
. .
+ p h
logh~' (x - a)]
( 1 )
y a = (x - a) r ~ {p ,1
~+ px, 2
log (x - a) +
. . . +
pa k
logy- ' (x - a)],
eve le p sono funzioni uniforms ed inters nelle vicinanze di a . Considerando
i differenti gruppi di radici possiamo conoscere in goal mode nelle vicin,auze
di a si comportano n integrals distinti dell'equazione .
Esaminiamo era in mode specials it gruppo d' integrals (1) corrispon-
dente al gruppo di radici r,, r 2 , . . . ra, a ricordiamo alcune dells principals
propriety de11e funzioni p the entrano nella costituzione di quest'integrali .
Rammentiamo prima di tutto the le funzioni :
Ph, i' Ph, z ' " Ph, h
relative ad un medesimo integrals essendo h ono dei numeri inters
1, 2, . . . A, non possono annullarsi tutte per x = a ; ma una almeno deve
mantenersi differente da zero in questo punto . In tal mode l'integrale y,i
moltiplicato per (x - a)
-rh o b finite a differente da zero per x = a, o di-
viene in questo punto infinite di un ordine logaritmico . Si esprime questo
fatto dicendo the 1'integrale j' h appartiene all'esponente r ; .
Di tutte le funzioni cp queue the hanno it secondo Indies eguale all'unity
sono le sole indipendenti, a le rimanenti p si esprimono per mezzo di quests,
quando perb si escluda p, 1 ; si ha cioe it seguente risultato : le funzioni :
(x -- a)'
i
Kph,
2 a
(x
- a)rh
`f'h, 2
, ' (x - a)rh Ph,
h
relative al solito integrals y l sono espressioni lineari a coefficients costanti di :
(x -- a)rx ~,,
,,
(x - a)r2 cp 2 , ~, . . . (x - a)rh-t
7h-!,
.
y2 =
(x - a)ra
[p2 ,
1 + p2, 2
log (x - a)]
di equazioni diff'erenziali lineari riducibili .
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In particolare (x - a)rh Ph h differisce da (x - a)rl gyp,, ,. solo per un fattore
costante .
Se i coefficients costanti the entrano nella costituzione dells espressioni
(x - a)rh Kph 2 , (x - a)rh cp h 37 . . . sono tutti nulls, l' integrals yh non contiene lo-
garitmi, ed a dells forma (x - a)rh
ph
, .
Possiamo sostituire altri integrals z,, z2 , . . .
Z)
a quells del gruppo (1)
formandoli in modo the si abhia :
z!
=C,, :y,
zt = C2, ! y! + e2, 2 y2
zh = C
h . I Y 1
+ Ch 2 y2 +
. .
. +
Ch h yh
za
=
ca
! y,
+ C~ 2 Y
2 +
. . . +
C~
a yA
ove le c sono costanti arbitrarie, colla condizione perb the queue the hanno
i due indici eguali siano sempre differenti da zero . Gl'integrali z hanno nelle
vicinanze di a espressioni analoghe a queue degl'integrali y, a le funzioni p
relative ad essi godono pure di tutte le precedents proprieta .
Avanti di lasciare quests considerazioni generals ricordiamo alcune pro-
priet~ dells funzioni the nelle vicinanze di a hanno una forma analogs a
quells degl'integrali del gruppo (1) . Sia Z una di tali funzioni the appar-
tenga all' esponente r, eioe si abbia :
Z = (x - a)r [cp° -}- p + log (x - a) -}
. . . +
ph
logk (x
- a)],
ove le cp sono funzioni uniforms ed inters nell' intorno di a, a the non si an-
nullano tutte per x = a.
Si dimostra facilmente the
dx
a un'espressione di una forma analogs
a quells di Z the appartiene all'esponente r - 1, quando perb non sib r = 0,
e per x = a non si annullino tutte le funzioni p all' infuori di
o . In questo
caso specials
dx
appartiene essa pure
all
esponente zero, a se cp,, ~ 2 , ."
~k
divengono per x = a infinstesime d'ordine superiors al primp, a dx° si an-
nulla anch'essa per x = a, allora
dx
appartiene a un esponente intern a po-
sitivo.
102
	
Bigiavi : "opra una elasse
Supponiamo ora the r sea un numero intern positivo o nullo, a the la ~~
divenga in a infinitesima d' ordine s . Avremo allora
Pk = (x - a)S i ,
essendo ¢ una funzione uniforms ed intera nelle vicinanze di a, a the non
si annulla per x = a . La Z contiene quindi it termine :
(x-
a)' log' (x -
a),
e la sua derivata d' ordine r + s 1' altro
1 x 2 x 3 . . . (r i- s) ¢log' (x - a).
Tutti i rimanenti termini, the entrano in
dxr
Z~
e the contengono log'(x - a),
hanno it coefficients di questa potenza di logaritmo the si annulla per x = a.
Sicche :
dr+s Z
dxr+s
contiene un termine delta forma Pklog'(x - a), ove
Pk
e una funzione uni-
forms ed intera nelle vicinanze di a, e the non si annulla in questa pinto .
dr+s Z
Di qui ris the d
xr+3
o appartiene a un esponente intera e negativo,
appartiene all' esponente zero . Per conseguenza :
dr+s+!Z
d x''+s+a
viene sempre ad appartenere a un esponente intern e negativo, perche, anche
quando dxr
Z
appartiene all esponente zero, non siamo net caso di eccezione
accennato precedentemente, e cih a causa del termine q,log'(x - a) .
2. Quests risultati sono dovuti al FIICns, it quale se ne e servito per ri-
conoseere in quale caso tutti gl'integrali del gruppo (1) siano privi di loga-
ritmi. Noi invece ii applicheremo alla ricerca dells condizioni the si devono
avere affinche soltanto attune integrals del gruppo non contengono logaritmi .
ISividiamo tutti gl' integrals del grippe (1) per (x -- a)', ed eseguiamo
le derivate d'ordine r, - rx -1- 1 dells espressioni the si ottengono. Allora si
vede facilmente the le derivate provenienti da integrals the contengono lo-
garitmi devono appartenere ad esponente negative. Consideriamo infatti 1' in-
di equazioni differenziali lineari riducibili.
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tegrale y h , it quale a date da
yh =
(x - aY
[ph, ! - ph, 2
log (x - a)
+ .
. . +
ph h
logh-'
(
x - a)] .
Supponiamo per piu generality the le funzioni
ph h, ph, h-~, • • • ph, k+, '
essendo
k h, risultino identicamente nulls, a the
ph k
sia Ia prima dells p di yh
the non si annulla identicamente . Da una propriety dells p, the giy abbiamo
ricordato, risulta the (x - a)' h
ph k
e un' espressione lineare a coefficients co-
stanti di
(x- a)ri p,, ,, (x- a) r 2
p 2 , ,, . . . (x- a)rl°-I
ph-s, s'
Sicche (x - a)rh ph
k
e una funzione die si pub mettere nelle vicinanze di a
anche lotto l' altra forma (x - a)m+rx B, eve m e uno dei numeri inters r, - rx,
r2 - rx, . . . rh_, - rx e B una funzione uniforms nelle vicinanze di a the non
si annulla per x = a .
Dividendo y h per (x - a) rx, si ottiene l'espressione :
(x -
a)rh
_rx
[ph s + ph 2
log(x - a) -{-
. . . +
ph
klogk
- '
(x -
a)],
the si pub anche mettere lotto Ia forma :
(.x - a)rrrrx
[ph, + ph, 2
log(x - a) +
. . . +
ph, k-~
logk-2 (x - a)] +
+(x
- a)m Blogk-' (x - a).
Dalle osservazioni fatte precedentemente risulta the la derivata d'ordine m + 1
di questa espressione deve appartenere a un esponente intern a negative, e
to stesso deve quindi accadere per Ia derivata d'ordine r, - rx + 1, essendo
questo numero eguale o superiors a m + 1 .
Pub darsi the fry gl'integrali del gruppo (1) oltre all'integrale y, ve ne
siano ancora altri senza logaritmi, come pure pub accadere piu in generals
the si possano determinate le costanti c,, ,, c,, 2 , • • the servono per la forma-
zione degl' integrals Z, in mode the alcuni di quest' integrals non contengano
logaritmi .
Ci si pub accertare di questo nel seguente mode : si fascia nel prim o
membro di (y) - 0
y=(x-
e si divida it risultato the si ottiene per (x - a)rx . Si ha in tal mode un'e-
quazione in u d' ordine n, the si pub indicate con
,(u)=0.
104
	
B i g i a v i : Sopra una ctasse
La sua determinants relativa ad a possiede 1'unico gruppo di radici inters :
r, -- r2 - ri, . . . rx_, - ra, 0.
Si costruisea poi 1' equazione
11(t) =
dxn
+
q, dxn
s -}	
'
q ,~ t = 0,
tale the la sua funzione incognita sia
dri-r~-~-t 4b
l7~ C r1-rat '=
La determinants di quests nuova equazione relativa ad a deve avers nn unico
gruppo di A radici inters . E facile vodere the ad ogni radice positive di
questo gruppo corrisponde per l' equazione primitive D (y) = 0 un integrals
privo di logaritmi. Tutti quest' integrals, the Si possono ottenere combinando
fra loro quells del gruppo (1) in modo conveniente, non sono legati da alcuna
relazione lineare a coefficients costanti .
Pub ancora accadere the 1' equazione 11(t) = 0 sia di ordine m <n. In
tal caso, se ricordiamo the gl' integrals di 11(t) = 0 Si possono ottenere ese-
guendo le derivate d' ordine r, - rx -f- 1 degl' integrals di <F, (u) = 0, si vede
subito the fra gl' integrals di quest' ultima equazione vi devono essere i = n - m
polinomi distinti inters in x - a e di grado inferiors a r, - rx + 1 . Quests
polinomi provengono da altrettanti integrals di I (y) = 0 privi di logaritmi
nelle vicinanze di a, ed appartengono necessariamente ad esponenti inters e
positivi relativamente a questo punto ; sicehb, quando siano scelti in modo
conveniente, devono corrispondere a i dells radici inters r, - ra, r 2 - rx, . . .
- r,0, a cib perchb sono integrals di ~, (u) = 0 . Quindi deve essere
l i, a la determinants di cl (t) = 0 relativa ad a deve aver soltanto A - i
radici inters . Ad ognuna di quests radici corrisponde sempre un integrals di
I (y) = 0 privo di logaritmi nell' intorno di a ; sicchb, considerando it gruppo
di radici inters dells determinants relativa ad a di 11(t) = 0, se accede the
fra quests radici ve ne siano soltanto l - i negative, si pub concludere
the la 4(y) = 0 ha l = l - integrals privi di logaritmi nelle vicinanze di a,
the si possono ottenere combinando fra loco in mode conveniente quells del
gruppo (1).
Quests considerazioni sono pure dovute al Fucxs, it quale peraltro ha
tenuto conto del solo caso the sia = 0, ciob the tutti gl' integrals del gruppo
siano privi di logaritmi .
3 . Ci proponiamo era di esporre un altro metodo piu semplice e piu
pratico per riconoscere se, combinando fra lore gl'integrali del gruppo (1),
si possano ottenere alcuni integrals di (y) = 0 privi di logaritmi .
Dobbiamo per questo considerare i coeffrcienti p,, P 2 ." pn dell' equa-
zione I(y) = 0 nelle vicinanze di a e svilupparli in serie ordinate per le
potenze inters e crescents di x - a. Cib premesso, esserrdo r, ao , a,, a 2 , . . .
una successions di quantiti costanti svelte in modo qualunque, si costruisca
la serie :
v = 0 (x - a)' + a, (x -
a)r+i
+ d 2 (x - a)r
+ 2
+
che si pub considerare come it prodotto di (x - a)r per i termini di un' aura
serie w espressa da :
-{-
e a restano indeterm nate non possiamo dire nulla riguardo
convergente di quests serie nelle vicinanze di a . Osserviamo solta.nto che, se
di esse e convergente, to b anche I' altra . In tal case si ha la formula :
v = (x -- a)r w .
Si pub supporre che la a s sia sempre differente d ere, perche, se fosse
ao = 0 ed at fosse la prima dells costanti a differente da zero, si potrebbero
considerare Ic quantita :
invece dells altre
a o ,
Sebbene non sr sappia se la serie v
	
e diremo sempre
che essa appartiene aII'esponente r relatrv mente punto a .
Si sostituisca ad y nei primp membro dell'equazione (l(y) = 0 la serr v .
Si ottiene in tal modo la move serie :
$(v) = Ao (x - a)r°n + A, (x - a
)r-'x F , +. . . .
di equazioni diff'erenziaU lineari riducibili . 105
che non sappiamo se sia convergente nelle vicinanze
E facile vedere she si ha :
Aa
epperb 1 espressione risulta nulla solo quando r una radice della deter-
minants relative ad a di ~(y) _-_. 0.
Annuli di Matesnatica, tome XIX . 14
a,, . . .
di a .
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Si tratta ora di dimostrare che, quando i coefficients A di 4D (v) sono
identicamente nulls, le due serie v e w sono convergenti nelle vicinanze di a,
e v rappresenta un'integrale dell'equazione .
Se si fa r = r„ e si da ad c un valore qualunque, si possono sempre
determinare le rimanenti quantity a,, d,, . . . che entrano in v, in modo che
la serie 1(v) risulti a coefficients nulls. Questa determinazione non si pub
fare che in un modo solo, e di cib ci si pub accertare facilmente. 11 FucHs
ha dimostrato che la serie v che COST si ottiene e convergente, a rappresenta
un integrals dell'equazione. Essa differisce dal primo integrals del gruppo (1)
solo per un fattore costante dipendente dal valore di ao .
Pub darsi aneora che, eguagliando r ad altre radici del gruppo r,, r 2 , . . .
r)., si possano ottenere altre serie analoghe ally v e tall che, sostituite ad y
in ~F(y) _= 0, diano origins a serie a coefficients nulls . Consideriamo tutte
quests serie assieme a quella corrispondente a r = r, ; indichiamole con v„
v 2 , . . . Vi, a supponiamo che esse siano linearmente indipendenti, cioe che non
si possano determinare dells costante d tall che la serie :
d,v,+d 2 v 2 +
. . .+
dlva
risulti a coefficients nulls .
Ognuna dells serie v appartiene a una dells radici r,, r 2 , . . . r~, e, se
due serie u1 z e uk appartengono ally medesima radice rh, si pub a una di
esse, uk ad es., sostituite l'altra serie uk +
)
u11,
ove ), a una costante tale
che in uk -}- ).uh venga a mancare it termine in (x - a)"h . Questa serie, che
si pub prendere invece di uk, comincia con un termine contenente ad es .
(x - a)' x , essendo rk un' altra radice del gruppo differente da rh . Ripetendo
una tale operazione un numero finito di volts potremo ottenere le serie v,,
v 2 , . . .
Vi,
in modo che le radici alle quali appartengono siano tutte differente .
Consideriamo le altre Serbe u,, u2 , . . . ut tall che i loro termini differi-
scano da quells dells corrispondente v per it fattore (x - a)'~, . Quests move
serie, quando vengano sostituite a u in 1 1 (u), danno origins ad altrettante
serie a coefficients nulls .
Sia th la serie che si ottiene derivando ogni termine di uh r, - ra + 1
volts . E chiaro che le serie t,, 12j . . . tl sono tall she, sostituite a t in c (t) .
danno origins a serie a coefficients nulls .
Pub darsi che di quests serie t ve ne siano soltanto 1-i, essendo i l.,
linearmente indipendenti, che potremo determinare in modo che ognuna di
esse cominci con una potenza differente di x - a. Indichiamo quests 1- i
di eguazioni differenziali lineari riduciUli .
e1_1, e sia Sh l'esponeute delta potenza di x - a net
f ermine di Oh. I numeri interi e positivi s, s2 , . . . Sjj sono radici delta de-
terminants di ]() = 0 relativa ad a .
E facile vedere che, combinando liriearmene le serie u, Si ottengono I
polinomi distinti interi in x - a e di grado inferiors a r 1 - r + 1, i quell
si possono sempre scegliere in mode che appartengano a esponenti differeiiti .
Anzi si pots supporre di avers scelto lc serie v, v2 , . ., v i in mode die le
radici alle quail appartengono siano tutto differenti, e che v, v 2 , . ., v siano
espressiorii a un numero finite di termini, tall che divine per (x - a) diane
origins agli I polinomi .
L'equazione i(t) = 0 e soltaiito di grado vi = n - i, e la sue determi-
nants relativa ad a contiene un gruppo di ) - I radici inters, fra le quasi
ye ne sono almeno i - i positive .
Da tutto cib risulta che 1' equazione primitive I(y) 0 dove avers al-
meno 1 integrals distinti privi di logaritmi nelle vicinanze di a e appartenenti
relativamente a questo punto a radici del gruppo r,, r,, . . . i1 . Difatti I di
quest'integrali sono Ic cspressioni v, v2 , . ., v che hanno un numero finite
di termini, ed altri 1 - I integrals sono quells che devoiio corrispondere ells
1 - I radici inters e positive s, s 2 , . . . si delta determinants relativa ad a
di c(t) 0 . Ma quests 1- 1 integrals devono essere serie analoghe ells v,
tall ehe, sostituite ad y in 1(y), diane engine ad altrettante serie a coeffi-
cients nulls . Epperb queste serie non possono essere che combinazioni lineari
a coefficients costanti di VjH, v, . . . v i ; sicche non so no possono determiners
che 1 - I distinte. Quindi gl'integrali privi di logaritmi che si ottengono da
quells dcl gruppo (1) sono soitanto 1, e le radici inters e positive delta de-
terminants relativa ad a di S(t)
	
0 sono soltanto 1 1.
Sc vogliamo che quest'integrali di I(y) = 0 apparteiigano a radici dif-
ferenti, potremo prendere per rappresentarli Ic serie v 1 , v 2 , . . . Vi, che, per
quanto abbiamo gia detto, devono essere convergenti nelle vicinarize di a .
Possiamo quindi enunciare it seguente teorema :
Essendo data un'equazione dlfferenziale lineare :
F (y) = 0,
events un punto singolare a, tale perb ele esista la determinants relativa ad
esso, ogni serie v delta forma :
v = U.p (x - a)" + 1 (x - a)m+ 1 + •
e convergente, e rappresenta un integrate dell'equazione, quando e tale che,
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sostituita ad y in I (y), dia origine nelle vieinanze di a ad una serie proce-
dente secondo le potenze intere e crescenti di x - a e a coefficients nulls.
4. Questo teoremx ci mostra che, afhnche fra gl'integrali del gruppo (1)
oltre ad y, si possano determinare altri integrals privi di logaritmi nelle vi-
cinanze di a, bisogna che esistano delle relazioni fra i primi coeffieienti degli
sviluppi in serie ordinate per le potenze intere a crescenti di x - a delle
funzioni P i ,
pn
Vediamo di determinare queste relazioni nil caso che tutti gl' integrals
del gruppo (1) siano privi di logaritmi, perche da queste relazioni potremo
facilmente ottenere queue che si devono avere, affinche dal gruppo (1) si
possano ottenere soltanto A - 1 integrals che non contengano logaritmi .
Per trovare le relazioni, che cerehiamo, supponiamo che i A integrals del
gruppo (1) siano privi di logaritmi . Essi allora saranno rappresentati da A
serie appartenenti alle radici r,, r 2 , . ., ra . Per un'osservazione gia fatta sap-
piamo che si possono sostituire ad essi altri integrals, tali che appartengano
tutti ad esponenti differenti ; ma quests esponenti devono essere sempre r,,
r2 , . . . r~ ; sieche si ha per prima condizione che le radici del gruppo r,,
r2 , . . . ra devono essere tutte differenti .
Si ponga :
ra=S, rx-s=S Tz=S+m>-2, r S =S-{-
essendo :
m,, m 2 , . . . m
numeri inters positivi a crescenti .
Se consideriamo gl' integrals del gruppo (1) in ordine inverso, a li indi-
chiamo con v,, v 2 , . . . va, avremo per essi nell'intorno di a :
v, __ (x - a)s
lrt
«1
t(x
- a)
1
0
v2 = (x - a)s+mi
L1l az, m,+l (x
- a)
1
0 (2)
--
s+m )
vA(x-a)
-1 vl a ) m -~-1(x-a)l7
essendo le « quantity, determinate ed in particolare :
ai, i,
a 3, m2 ,
differenti da zero .
La 1(y) = 0 ha quindi un integrale particolare con A costanti arbitrarie
c,, c2 , . . . cx espresso da :
y = C, of -T C2 v2 T
	
T
C~ VZ ,
it quale nelle vicinanze di a pub essere rappresentato dalla serie :
essendo
yma
di eguazioni di f ferenziali lineari riducibili . 109
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y=(x-a) .S~a
y a
(x-a)z
u
yo =
C, d, , ~, y1 =
C1 . .
. 7m,--l = C, ,n,-f
yn2, = C
1 a,, 2 1
,
C2 a
2
22
2
,
ynz --i = Ci
a,
C2 a2, nZ L
-t
= Cl 'l 2222
C2 a2, ma '+- C3 a3, 2222
= C, a, mA_I + C2
a2,
mZ_'
+
. . . +
C
Z-s
a
Z-s m+ C
z
La prima, la (m, + 1)es
ima ,
. . . la (nix-, -{- 1)~ a1ma di quests relazioni ci per-
mettono di esprimere le C in funzione di
7o7
ym1, . . .
ym)_,)
the possono quindi prendersi per le A costanti arbitrarz dell' integrale y. So-
stituendo quests valori dells c nelle espressioni dells rimanenti y, si ha the le :
yt, 72 .
. . .
7m1
-,
contengono la sofa yo , e le :
ym,+i,
7m1+2"• ym2-t
contengono y o e ym,, ecc . ; in generals Si pub dire the ogni y dipende dalle
sole y arbitrarie the la precedono .
Per trovare ora effettivamente le espressioni the ci dbnno i valori dells y
di queue arbitrarie, abbiamo bisogno degli sviluppi in serie se-
condo le potenze inters a crescents di x - a dei coefficients p,, p2} . . .
pn
di
I(y) = 0 . Quests serie, the devono essere convergenti nelle vicinanze di a,
(3)
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sono dells forma :
ph =
(x - a)h
O l
ph, 1(x
- a) 1,
ove h e uno dei numeri int~ri 1, 2, . . . n.
Si consideri l'espressione :
`k ([x -
a] 1 ),
la quale nell'intorno di a potry mettersi lotto la forma :
([x - a] fit) =
L1t
cpz(h) (x --
essendo
~po(h)=h(h-1) . . .(h-n-}-1)-t-h(la-1) . . .(la--n-}-2)p,,a+
_~ . . . .+
h (h
--
1)pn-2, o
+ hpn
o + pn, o
`P1(h)=h(h-1) . . .(h-n+2)p+
+ .
. . .+
h (h
-
1)pn-2, l + hpn_,, l + p
n ,
l
= 0 .
La ~p(I1) e it primp membro F(la) dells determinants di 1'(y) = 0, nel quale
la quantity incognita r e sostituita da h. Ricordando the la serie (3) posts
in luogo di y nell'equazione la verifica qualunque siano i valori di
7o, 7m,
) 7m~
. . .
Ym,
abbiamo le relazioni
~i (s)7o + ~
o
(S + i)Y1=
0
p2 (s) 70
4-
p (s
+ 1) 7 ~ + ~o (s + 2)72 = 0
Pmti-i(S)Yo +
P
m
k-2(s
+
1
) 7i +
•
. . .
++ cp, (s + mh
-- 2)7„l
2 + po (S .t± mh
-
1)Ym -i = 0
?mg(S)Yo + Omk 1 (S + 1)7i +
• . .
.-+~,(S+mk-
1)7mk_( =0
(s)7o +
?m~ (S + 1) 7{ +
•
. . .+cp
(S+mk)7m~.+ ro(S+mk+ 1 )7m,_41 =0
(o)
essendo k uno dei numeri inters 1, 2, . . . a -1 . Manes la relaziono colla
sofa ye , nella in 1 '" non vi a it termine con ym,, nella 3az 2 e 31m' quello 0011
)'m2
e finalmente nella ma_,
esima
quello con
	
e cib perche
p 0 (s)
_ p
0 (s -}- m,) =
. . . _
cpo
(s •1 - ?n a_ i) = 0,
essendo
s, s+m,, . ., s+m a
_,
le radici dells determinants dell'equazione .
Le prime nz, dells (5) devono essere soddisfatte qualunque sea it valore
assegnato a
ya ; percib it determinants formato coi coefficients dells y di quests
m1 relazioni deve essere identicamente nullo . Si ha cos3 una prima condizione
the potremo indicare con
D 1 ,, = 0 .
Ricavando i valori di
y,,
y2 , . . .
ym,-s
in funzione di yo dalle m, eguaglianze considerate, a sostituendoli nelle m2 - nz,
dells (5) the vanno dalla m,eE'ma alla m 2
e0i'ei
vede ohe quests devono essere
soddisfatte qualunque siano
y~, ym , i epperb dovranno risultare nulls i due de-
terminants formats coi coefficients di
yo , 7m,+,. ymE
-s
l' uno a di
ym,
Ym
l
+i
yr2-i
l' altro. Si hanno cost due altre condizione the potremo indicare con
D+a 0 , Ds,a 0 ,
e seguitando in questo modo si ottengono le
a (a
21 ~ relazioni
D,,2 =0
Df,' 0, D2, 3 = 0
0,
di eeuazioni di f ferenziali lineari riduciUli . 111
D2, , = 0,
D3,,=0
,
D1,.0  D2 a =0, . . .
(6)
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Queste relazioni esprimono la condizione necessaria affinche la I(/) = 0
;abbia un integrale y con 1 costanti arbitrarie, it quale nell' intorno di a sea
espresso dalla (3) ; ma dai risultati ottenuti nel n .° 3 si deduce the ease espri-
mono ancora la condizione sufficiente .
5. Ricordiamo ors quali altre relazioni devono essere sostituite alle (6),
;affinche dagl' integrale del gruppo (1) si possano ottenere soltanto A - 1 inte-
grali senza logaritmi. Partiamo dall' ipotesi the esistano questi A - 1 integrale
;privi di logaritmi, a supponiamo the appartengano rispettivamente agli espo-
nenti :
rx, r_,,.
Questi A - 1 integrale, the indicheremo con
yo,
ym , f . . .
V2 , . . .
Vh, vh+2, . . . Vi,
possono svolgersi in serie nell'intorno di a . Noi prenderemo per rappresentarli
le espressioni (2), ne11e quali supporremo the manchi quells corrispondente
ad yh+, . Cib equivale a fare
a
h+f, mh - ah+1, mh+I _ . =
a
h+~, mh+l =
0.
(7 )
Con queste l -1 funzioni si formi 1' integrale particolare con le A 1
costanti arbitrarie c,,
c2, . . . Ch, Ch+2, . . .
c~ espresso da :
y = C
1 v1 + C2 v 2 +
. .
. + Ch vh + Ch--2V2 +
. . .
+ C~ va .
Quest' integrale potra nelle vicinanze di a essere rappresentato dalla serie
(3), nella quale le y sono sempre date dalle (4), purche si tenga conto delle (7),
ossia purche si faeeia ch+ , = 0.
Con un ragionamento analogo a quello fatto precedentemente si vede the
possiamo prendere le :
r1 .
/m1, y'nn+,,
. . .
yma_~
come costanti arbitrarie invece Belle c, e the ogni y dells serie (3) dipende
dalle sole y arbitrarie the la precedono ; sicchb anche per la ymh Si aura una
espressione dells forma
ymh ==
Po yo + Pi yn 1 +
. . .
+
Ph-1 y%a,,-l
(g)
ove le p sono costanti determinate a finite . Seguitando a ragionare e ad ope-
eli equazioni diff'erenziali lineari ridncibili .
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rare come nel caso precedents, e di piu ricordando the non e a.rbitraria,
ma e data dalla (8), si giunge alle relazioni :
Df , 2 =0
D,,
3
=0, D2,
3
=0
Df, 14 f f 0, D2, h+f = 0, . . .
D 1
14+2 +
Fo Dh 4-f 1L+2
= 0
D2,14-2+FfD74+f
•I4
2=0
Di4,1L 12 +
p11 _ 1 D11 + 1
h+2 = 0
D 1
14+3 + F0Dit +f, it • 1 3 = 0
.l274,3 - I- Ff D14 !-f, 14 f 3 0
DI4,lri3+F74--fD14i-f,14H=0
Df,)+FnP14+-f,).-0
D2
)+p D14if,)
.=0
D,, )+F14-fD14+f,)=0
D1442 h-, ;=0
-lh+2,14+4
= 0,
D11 f 3,14 +-4 = 0
D1442,>.-0, Dh}3,)•= 0, . . .
D/1 ,/ 4
} f
= 0
D,)=0.
A'fluiii di 1Lfate» ci1ica, to;no XI1 . 1v
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Da queste, eliminando le p, si ottengono le altre :
DI,E-0
=0, 1)23=0
D1.11+1
= 0, DE ,
h+1
= 0, . . . D11 , 74 = 0
1)1,14+2
D1 . ]2+3 Df, i
Dh+1, 14+2 DA+ 1, h+3
-
_
1)
2, ]4+2	
1)2
/4+3 _
h1-2
-
1)11+1,
/4
- f-3
DI +-!, i.
Dh,14+2
_ 1)/4,
/4+3
_ 1)14
. i _
Dh+1,
h+2 Dh4-1, 11 -
1 .
3
D/4 -
f-1,
D11±,,1+3 = 0
Dh+E, 14+4
= 0 ) D14 43,14+4 = 0
2
esprimono la condizione necessaria e sufhciente
gruppo (1) se no possano ottenere
Se qualcuno dei denominators
frazionari e hullo, dovremo pure
meratore .
widentemente i 1 - It - 1 determinants :
D11+1 .h-+-2, Dhrl,h433
D14+1 ,,
Di+E
= 0,
1)4+3, ;
. = 0, . . . D,
- 1, i. = 0.
Queste relazioni, the sono in numero di :
-1)(i,-2)
1
(9)
of nehe dagl' integrals del
i. - 1 distinti e privi di logaritmi .
Belle eguaglianze (9) composto di membri
eguagliare a zero it corrispondente nn-
non possono essere tutti eguali alto zero, percht~ in tat case lc relazioni (9)
si trasformerebbero nelle (G), ed altos tutti gt' integrals del gruppo (1) sareh-
bero privi di logaritmi .
Al numero h si possono dare tutti i valori inters da 1 a ), -- 1 ; sicche
vi sono a - 1 modi nei quali puo avvenire the dal gruppo (1) si ottengano
). - 1 integrale privi di logaritmi .
Quando e ). = 2, cioe quando gl'integrali del gruppo (1) sono due sol-
tanto, allora Ie (6) si riducono alla sofa relazione
D1,2=0,
• le (9) cessano d'esistere. Difatti in questo caso e ). - 1 = 1, ed e noto
the nel gruppo (1) esiste sempre un integrale privo di logaritmi . Se poi vo-
gliamo the sea it solo, dobbiamo porre come condizione :
mod (D 1 , 2 )
> 0
.
Quando e ) . = 3, abbiamo per 9e (6) :
D1, 2
= 0,
	
D1,3 = O, D7,3 -0,
• per le (9) possono presentarsi due sass, cioe
1a=1, h=2.
Nel primo caso
Si
ha :
D1 , 2
• nel secondo abbiamo invece :
• dci due determinants
di equazioni di f ferenziali lineari riduciUli . 115
D 2 3-0 ,
D1 , 2 ,
uno almeno dove essere dif ei'entc (la zero .
ll .
6. Ricordiamo the una funzione definita in tutto it pi
morfa, quando non ha alcun punto di singolarith essenziale a distanza finita .
Lo funzioni meromorfe possono quindi avere nel piano infinite pole formanti
uu gruppo numerabile di punts, come avviene ad es . : per lc funzioni ellittiche .
Ricordiamo ancora the un integrale di un' equazione differeuziale lineare
si dice regolare nelle vicinanzc di un punto singolare a, se si mantiene finito
in questo punto, quando e moltipUcato per una potenza convenience di x - a.
Dalle considerazioni esposte al principio della pane prima risulta the la con-
mod (D, ;) 0,
D, .
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dizione necessaria e sufficiente affinche tutti gl'integrali di un'equazione delta
forma
cl' d z-~ z
dxz
+
P'dx'~ j
+
. . . .i. .
.p
n
y=0 (1)
siano regolari nell'intorno del punto a, e the i coefficients dell'equazione di-
vengano infinite in a, in modo the pi abbia in questo punto un polo d' ordine
non superiors ad i. Quando per it punto a e soddisfatta questa condizione,
esiste sempre l'equazione determinants delta (1), la goals ci permette di co-
struire gl'integrali nelle vicinanze di a .
Le equazioni differenziali lineari the dovremo qui considerarc sono a
coefficients meromorfi, ed hanno sempre tutti i loro integrals regolari nelle
vicinanze di ogni punto singolare a distanza finita . Per semplicity indicheremo
questo equazioni, quando siano mess sotto la forma (1), con le notazioni :
F(x, y, n) = 0, G (x, y,
m)=0,
((v, z,
p)=0,
e talvolta anche con le altre :
F=O, G=O, ~h=0.
Nelle prime notazioni le tre letters fry parentesi stanno ad indicare rispet-
tivamente la variabile independents, la funzione incognita e l'ordine dell'e-
quazione .
Ora si vede facilmente the un' equazione
F(x, g,
n)=0
gods dells due seguenti propriety fondamentali :
1 .° Ogni integrals
uniforms
cite la verif ca e iota funzione meroator fa .
2.° Se essa c riducibile, e soddisfatta da tutti gl'integrali di un'altra
equazione :
G(x, y, in) = 0,
essendo
9n < it .
Infatti supponiamo dapprima the F = 0 abbia un integrate uniforms ;
allora quest' integrals, dovendo essere regolare nei vans punts a distanza finita,
non potnh avers the pole in tutti quei punts singolare nei quali non e finito
e continuo ; per conseguenza esso sari una funzione meromorfi .
Supponiamo poi she la F = 0 sea riducibile ; allora essa ammettery tutti
gl'integrali di un'altra equazione a coefficients monodromi e d'ordine in < it .
Ma questa nuova equazione, avendo tutti i suoi integrals regolari in toots i
di equazioni dif ferenziali lineari riducibili .
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punts singolari a distanza finita, sari, della stessa nat.ura di F = 0, e quindi
potra essere rappresentata da :
G (x, y, in) = 0 .
7 . Ci possiamo service di questi risultati per dimostrare due teoremi re-
lativi alle equazioni differenziali lineari a coefficients ellittici . I1 prime di questi
teoremi e it seguente
Ua'equazione :
F (x, y, n) _= 0
a coe cieuli ellittici e riclucil)ile aininette tutu yl'in1('grali tli nn'allra equa-
zione
G (x, y, in) = 0
pyl e a coe//icienti ellittici e di ordi~ae 'in C n .
La :
I'(x, y, n) = 0
esscndo riducibile, ammettera tutti gl' integrali di till' alira equazione
G (x, y, 'in) _= 0
d'urdine rn C n. Di queste equazioni ve no potranno essere pie d' una ; nut
per altro sceglieremo una di queue per le quali in abbia it massimo valore .
Si tratta di dimostrare the l'equazione G(x, y, m) = 0 scelta in questo modo
e pure a coefficients ellittici .
Supponiamo infatti the non to sia ; allora, indieandu con 2~~ e 20~' i pe-
riods dei coefficients di F = 0, osserviamo the quest' equazione sari ancora
soddisfatta dagl'integrali dells altre due :
G(x -{- 2~i, y,
)=0,
G(x + 20
~', y,
w)=0.
Confrontiamo la G(x, y, in) = 0 con una di queste equazioni, ad es . : con
la prima ; puo darsi the le due equazioni :
G(x, y, 'in) = 0, G(x + 20~, y, in) = 0 (2)
non abhiano aleun integrals a comune, come pure puo avvenire the shine am-
bedue riducibili, ed abhiano p integrali a comune, esscndo naturalmente p < 'iii .
In tal caso questi p integrali appartengono ad una equazione
II(x, y,
p)==0.
Consideriamo un punto qualunque x 0 the non sia un polo dei coefficients
118
	
Big i a vi : Sopra una classe
di F = 0, e indichiamo con u,, u 2 j . . . u,y to integrali distinti di questa equa-
zione definiti dai loco sviluppi in serie di CAUCIIY nelle vieinanze di x0 . E
chiaro che potremo supporli scelti in modo che :
e
U 1j u 2 , . . . u yn_p, 24in -p
_
f . . .
u„ y (3)
Urn
-p 1-i
Urn --p+2,
-
. . uznj - p (4 )
appartengano gli uni ally prima Belle (2) e gli altri ally seconda . Allora :
Urn
-pr,, 2lnt-p-2,
. . . U rn
saranno gl'integrali di 11= 0. Se le (2) non avessero integrali a comune, e
quindi la II = 0 non esistesse, basterebbe fare p = 0 .
Si descriva con la x un cammino qualunque tale che non pass per alcun
polo dei coeffilcienti di F -= 0, e si ritorni in x0 . Durante questo giro chiuso,
che potremo indicare con F, le funzioni u variano con continuita ; ma, quando
x ritorna in x 0 , le a prendono valori differenti dagli iniziali, e che si possono
ottenere effettuando su quests valori iniziali una sostituzione lineare a coefli-
cienti costanti .
Ma col giro r si vengono ad eseguire altre due sostituzioni lineari, ciob
una sugli integrali (3), c 1' altra sugli integrali (4), e cib perche i coefplcienti
Belle equazioni (2) sono monodromi . Da cib risulta suhito che, se consideriamo
le funzioni :
u, , Zt2, . . . u2,n_p,
(5)
su di esse pure si viene ad eseguire una sostituzione lineare a coeiicienti co-
stanti, quando colic x si fa it giro 1' . Se quindi
Si costruisce un'equazione che
nelle vieinanze di xo abbia le funzioni (5) per integrali, si vede subito che
essa b a coefficients monodromi e di queue clle si possolio indicare con una
notazione della forma :
K(x, y, 2m-p)=0.
Ma quest'equazione non pub esistere, perche tutti i suoi integrali, che
sono in numero di 2m -p> tea, appartengono anche ally I+' = 0 . Ycr con-
seguenza i coefficients di G(x, g, era) = 0 devono avere it periodo 2r,~ . Simil-
mente Si prova che ammettono it periodo 2~~' ; quindi la G(x, y, in) = 0 e
un'equa.zione a coefplcienti ellittici c . d . d .
11 secondo teorema si riferisce a queue equazioni che, oltre ad essere ri-
ducibili, ammettono alcuni integrali uniforms ; esso si pub enunciare cosl :
Se zcn'equazione :
F(x, /, n) _ 0
a eoe cienti ellittiei a2nmette ve mtegrali nniformi, essendo m C n, guests m
integrals apparten jono ad vn'equazione :
G(x, y, m)=0
di queue del PICARD, e Si pug abbassare l'ord?ne di 1 -- 0 (Ii ,n n itic, in
nmdo clee l'equazione :
II(x, u, n - m) = 0
clce si ottiene sia pure a coe//Icienti ellilt-ici .
Siano infatti
J+ (x),
	
/z (x),
. . .
„t (x)
gli m integrals nniformi di F = 0, e 2 r,, 2 %)' i periods dei coefficients di
gccesta equazione. Le funzioni
y1( ±+ 2'>>),
J° (x 2w), . . y,,z (x + 2))
sono pure integrals uniforms e distinti di F -= 0 . Pssi quindi devono essere
espressioni lineari a coefficient.i costanti di y,, p 7 , . . . l/ i72 , ed it determinante
di quests coefficients sari differente da zero . Lo stesso si dica per
y, (x + 2w'),
/. (x
-F 2w'), . . . m (Xx + 2c') .
Perci„ it cambiamento di x in
x +
2r, e .x + 2c, ' equivale a fare sopra. gl' in-
tegrals nniformi due sostituzioni lineari . Cosi si vede subito the l'egnazione
I Yi /" in
di equazioni dif ferenziali lineari riducibili . 119
0
,
!/"' y ii)
q c"'~ . . .
1 ~w)
the
Si
pun mettere sotto la forma
G(x, /,
m)
= 0 ,
c di queue del PICAIiD .
Poiche le m funzioni nniformi y,, y ej . . . y„ Z formano un sistema fonda-
mentale d'integrali dell'equazione a coefficients ellittici G = 0, cosi fra else
ve ne dovra essere una almeno di seconda specie, ?/,, ad es . Sc ora facciamo
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in F-=0 ed in G==0 :
y = y,
J
z d x,
otteniamo due equazioni in z a coefficients ellittici e d' ordine n - 1 1' una e
m - 1 l' altra . Inoltre la seConda e di queue del PICARD, e tutti i suoi m - 1
integrals uniforms appartengono anche alla prima .
Fra quests ve ne saraa uno z, di seconda specie ; sicche, facendo nelle
due equazioni ottenute
z=z,1tdx,
se ne avranno altre due in t analoghe ad esse, d'ordine n - 2 Tuna a na - 2
1'altra sulle quali potremo operare come sulle precedents . E dopo avere ese-
guito questa operazione ~n voile, l' equazione proveniente dalla G = 0 si ri-
durra alla forma u = 0, essendo a la funzione incognita, nel mentre the quella
the diseende dalla F = 0 sara d' ordine n - vi ed a coefficients doppiamente
periodici .
8. Avanti di lasciare queste eonsiderazioni facciamo un' ultima osserva-
zione sulle equazioni a coefficients ellittici .
Sia
F(x, /, n) =
y (n) f p, y(-~- ~) f . . . ± Pn y °
0 (6)
una di tall equazioni, e siano 2r,, 2 i periods dei suoi coefficients . Suppo-
niamo the la variabile indipendente sia scelta in modo the non eadano poll
delle funzioni p sul contorno del parallelogrammo fondamentale, cioe di quel
parallelogrammo formato dal vertici 0, 2, 2~,', 21,) + 2w' . lndichiamo con C,
un giro chiuso e positivo eseguito colla variabile x sul contorno del paralle-
logrammo fondamentale a partire dal vertice zero, e consideriamo un sistema
d'integrali y,, y,, . . . y,2j the supporremo definiti dal loro sviluppi in serie di
CnucHY nelle vicinanze del punto zero . Quest' integrals sono finiti e continui
lungo it contorno del parallelogrammo fondamentale, e col giro P, si viene
ad eseguire su di essi una sostituzione lineare a coefficients costanti data da
S -, a, ,
2
. . a,, fl
~1
di equazioni dif ferenziali linear
Una propriety fondamentale dell' equazione F == 0 e la seguente :
Il deteraa name cl della sostituzione A' t uguale all'unztl
.
Infatti
i
I jfl -2)D-
I
vede cite essa b finita e continuaa sul contorno del parallelogi'nnno fonda-
mentale, e else dopo it biro 1', si riproduce moltiplicata per it fattore c1 . Ma
per nn noto teorema del LrouvnLE abbiamo aneora :
-
1 1 i
tx
D = Ce
	
,
essendo C una costante determinata differente da zero . Ora dally teoria, dello
funzioni doppiamente periodiche risulta cite 1' integrals 1i
clx esteso al eon-
torno del parallelogrammo fondamentale e uguale allo zero . Da cib si deduce
cite dopo it giro 1', la funzione D deve riprendere to stesso valore ; per con-
seguenza deve essere :
o = 1»
Nella sostituzione S le possono avers differenti sistemi di valori, tali
perm cite sia sempre = 1 . Cosi ad esempio pub darsi cite tutti bl' integrals
della (6) riprendano to stesso valore col giro 1', ; allora S e la sostituzione
idcntica .
Quando non si presenta questo crib Si eseguisca sops it sistema d' in-
tegrali 71,, ima sostituzione lineare a coefpcienti costanti data da :
I j3 , f rJ1 . 2 . . . Rl, n
--
~
/32 , 1
/32,2.
fJ2 72
II >
711
712
riduciUli. 121
2
tan,
n
ove le
/3
sono costanti, the per bra assoggetteremo ally sofa condizione di
Annals rli ]Jateirw'tica, tomb all.
t(3
122
	
Bigiavi : Sopra una classe
non annullare it determinante di H. Si ottiene in tal modo un nuovo sistema
d'integrali, the potremo indicare con z,, z2j . . . z,~ . Sin S, la sostituzione the
si viene ad eseguire su quests nuovi integrals, quando con la x si fa it giro F 1 ,
e o, it determinante di S1 . Si ha evidentemente
S, = HSH `
e
4,=0=1,
cioe S, ed S sono trasformate 1' una dell' altra .
Si disponga delle costanti (3 in modo the S, venga ad avere la forma
normale, cioe in modo the si abbia :
/71,1 0 0 . . . 0
72,1 72,2
0 . . . 0-
/n, ! /n , 2 /n , 3 . . .
Allora avremo pure
71, ! 72 , 7 73 , 3 " . /n, n =
1
Per conseguenza se n- 1 di queste quantiti sono eguali all'unita, to stesso
dovra accadere delta
~ i~ sZ,na,
Epperb se la (6) ammette soltanto n - 1 integrals distinti, the riprendono
to stesso valore, quando coda x si fa it giro P,, tutte le quantita :
7i, ! , 72, 2 %n, n
saranno uguali all' unite, ed anzi potremo disporre Belle 3 in modo the S, si
riduca alla forma semplice :
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
I
. c
0 . . . 1,1
essendo S una costante determinate diverse da zero .
Da queste considerazioni si deduce the quando la (6) ha entro it paral-
lelogrammo fondamentale un solo punto critico per gl' integrals, tale the nelle
sue vicinanze esistano n - 1 integrals monodromi, 1'equazione determinante
relative a questo punto ha tutte le sue radici intere .
(7)
di equazioni dif ferenziali linear riduciUli.
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Infatti n - 1 di queste radici devono essere inters, a do perche possano
esistere n - 1 integrals monodromi nell' intorno del punto critico . In quanto
poi alla ra~si"'u radice essa pure deve essere intern, perche altrimenti it deter-
minants 0, non potrebbe essere uguale all' unita .
9. Consideriamo 1'equazione difl'erenziale lineare :
I+'(x, y,
n)=0
a coefficients doppiamente periodici e coi periods 2, , 2w', per la quale sup-
porremo the
Si
possa determinare un parallelogrammo fondamentale, tale the
in esso esistano n - 1 integrals uniforms, e the 1' ultimo integrate, the non e
uniforms, non riprenda to stesso valore, quando cotta variabile indipendente
Si gira attorno a tutti i punts singolari di questo parallelogrammo . widente-
mente una tale equazione comprende come caso particolare queue the abbiamo
accennato al principio di questo lavoro .
Si tratta qui di dimostrare the queste proprieta, the abbiamo attribuito
ally F = 0, sono sufficienti per stabilire the essa e riducibile, ed ammette
un gruppo d' integrals uniforms .
Cominceremo dall' esporre un lemma, sul qualc si fonda la dimostrazione
the dobbiamo fare. Questo lemma, the si riferisee ad una proprietlti delta so-
stituzione (7) del capitolo precedents, si puo enunciare cosi :
Essendo S una sostituzione lineare d'or •dine n e T un'altra sostituzione
vaare d' ordine n ed espressa da
1 0 . . .
T= ) 0 i.0(
0 . . . 1 „
ove a i una costante diversa cla 0, se S e T S sono tras formats l' una del-
l'caltra, qualunque potenza chi S ha uguale a zero it teranine delta prima
linen e dell'ultirma colonna .
Sia S' la sostituzione the oflettua la trasformazione
S' S S -' = TS.
(1 )
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Consideriamo ora laa sostituzione :
1 0 . . . 0
0~
U,x, , dfl, 2
. . .
Un ,z-, 1
ove le « sono costanti, ehe per ora assoggetteremo ally Bola condizione di
renders eguale ally unity it determinants di H. Altos si trova facilmente :
HT- T H,
• da questa e dally (1) si ricava :
T S1 ,
(2)
essendo
S',=IIS'11 ', S,=HSH - ' .
Ora dally seconda di quests due relazioni si ottiene
S;' = HS-' H- ',
• quindi
essendo p tin numero intern e positivo qualunque .
L facile vedore the S~' e S,' hanno eguale it termine della prima Busy
• dell' ultima colonna, sicche bastes dimostrare the in S ; questo terrnine i
uguale alto zero .
Se poniamo :
a,,
II=~ .
f Ufl-i 2
. , .
afl---1,
n-,
si ha :
S, _
a 2 2 . . .
,
(t
2 . . un
fl ,
>
a,, , a,, >2
TS, _'
(1 2, , a2, n
a, t ,-4- J a 1 , , a,z, 2 -l- 0a1
I
U (l,,
n
e le a sono quantiti the dipendono dalle a e dally costanti di S.
Pa un noto teorema di K WEIERSTRASS Si deduce (*) the la condlzlone
necessaria e sufficiente affinehc la (2) sia soddisfatta e the i determinanti :
di equazioni dif ferenziali lineari riducibili.
	
12
D -- a2,
a,, , - e
02 , ,
an
,
+ i a, , , c1, 2 -f- . . .
Cf,z, ;z + 0 a, ,y - E I
abbiauo i medesimi divisori elementari . Per conseguenza Ic due eguagbanze :
a, , ,- e a,, 2 . . .
02,2 -
a,y , , a,y, 2 . . . a,y , ,y - s
a, . 2 . . . a,,,y
a2, ,y
D=O, D'=0,
nelle qual s' r~ t essere equiva
Pa esse si deduce :
essendo :
a 2, - e a~, 3 . . .
02,n-1
03
2
a3 ,
3 -
a . . . a3
, -, a3, n
aaz ,, 2
0n-1,3 . •
01,2 03, 3 , . .
Le due equazioni (3) sono di grado n, e Ia (4) e soltanto cli grado n -1 ;
per conseguenza essa deve risultare identicamente nulla, essendo soddisfatta
da n valori di a . Cosi nel determinante L, the e di grado n - 2 in ~, do-
vranno risultare nulli i coefficienti Belle vane potenze di . Eguagliando a
zero quello di
E'y-2 ,
si ha :
a,, n = 0
.
Pub darsi the si abbia ancora :
02 ,
n = a3, - - --,, n = 0.
(') Vedi VOLTEI3RA : Sui fonclamenti delta teoria Belle equazioni di//eren~iali lineari .
Memorie della Society Italiana Belle Scienzc delta dei XL, vol, 6, serie 3! .
a, ~z
112, n
a2,
n
(3)
(4)
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Allora la Si e tutte le sue potenze positive e negative godono delta propriety
di avere eguale alto zero tutti i termini dell'ultima colonna, all'infuori del-
l'ultimo, e per conseguenza anche quello delta prima linen .
Se poi le (5) non sono soddisfatte, potremo disporre dells
c
in modo the
si abbia :
a2, n = a3, n
. -
an- 2 ; n =
O, mod (an
_ f, n) >
0. (6)
In tat caso net determinants, it coefficients di e'Z- 3 Si riduce a a i n _ i
an_ f ,, a ,
e quindi deve essere :
uf, n--f = 0•
Se e ancora :
a2, n-1 = a3, n-S ' ' = all - 2 1Z-i _
0,
(7 )
allora la S f e tulle le sue potenze godono delta propriety di avere eguale alto
zero i termini dells ultimo due eolonne all'infuori di quelli appartenenti alts
ultimo due lines . Per conseguenza tutte le potenze di S f hanno eguale a zero
it termine delta prima linen e dell' ultima colonna . Ma, se non sono verif cats
le (7), potremo sempre disporre dells o in modo the oltre ails (6) si abbia
ancora :
=
a3,
n-i _-
quindi net determinants L it coeiiciente di si riduce a :
ai, n-2 fl-2, 22 -i a72 - i, n?
per eui deve essere
af, n-2 = 0,
e seguitando in questo modo si vede the Si possono sempre prendere le
o in
modo the S„ are q e un numero intero qualunque, abbia eguale a zero it
termine delta prima linen e dell' ultima colotma . Ma, per quello the abbiamo
detto relativamente ad S e ad Sf , vede subito the anche Sl deve godere
di quests propriety c . d . d .
10. Ritornando ova ally F = 0, osserviamo the quello die ci proponiamo
di dimostrare relativamente ad essa si puo enunciare sotto forma di teorema
net modo seguente
Le eguazioni differenziaii uncurl a coe/jicienli elliltici amm ellono un
gruppo d' iantegrali uniformi, tulle le voile eke si puu delerminare un paral-
lelogra rz;no fondamentate, tale else in essa esistano n - 1 integrals distinti e
uni ormi, e eke l'uttiino integrate eke non e uniforms anon riprendu to siesso
an s n-i
= 0, mod
(an--2, sa-f) > 07
di equazioni diff'erenziali lineari riducibili.
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valore, quando colla variabile Si gira attorno a tufts i punli singolarin di
queste parallelogran?mo .
Consideriamo dunque la F = 0, che gods di tutte queste propriety , e
determiniamo la variabile independents in modo che sul contorno dal partd-
lelogrammo fondamentale, che deve soddisfare ails condizioni posts nell'enun-
ciato, non each alcun punto d'infinito dci coefhcienti di F 0 .
Per le osservazioni fatte a11a fine del capitolo precedents ricordiamo
die,
seelto it parallelogrammo fondamentale, che deve soddisfare ails condizioni
dell' enunciate, in modo che sul sue contorno non eadano punts singolari, si
pub sempre determinare un sistema d'integrali ~,, y 2 , . . . y tale che, facendo
colla variabile un giro positive sul contorno di queste parallelogrammo, si
venga ad eseguire su di esso la sostituzione T . Di qui risulta die ~ , ?j 2 , . . .
sono gli n - 1 integrals uniforms entro it parallelogrammo, e che g, Z e
quello non uniforms .
Siano S ad S' lc sostituzione che si eseguiscono rispettivamente sul si-
stema d' integrals y„ g,, . . . g,Z , quando colla variabile si vu da 0 a 2 w e
da 0 a 2 w', camminando sue late che congiungono rluesti vertici . Allora un
giro positive, eseguito colla variabile sul contorno del parallelogrammo a par-
tire dal vertice 0, produce sul sistema d'integrali la sostituzione :
S S' S- ' S' -' = T
e quindi
S' S S' -' = T -' S, S S' S -- ' = T S' . (8)
Quests relazioni ci mostrano che le sostituzione S, S' sono rispettivamente le
trasform ate dells altre
T-' S,
Dalla prima dells (8) si ha poi
S' S
.S-'=T -1
Sru'
essendo :
Sa = SS a ,
e a un numero intern qualunque .
Ma abbiamo antes :
S . S' = TS'
c :
Sa SSa
(i
S
r =
J iSYa. .
,
TS' .
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essendo :
Sa (3 =
s , S,,
e a un altro numero pure arhitrario. Seguitando in questo modo si puo co-
struire Ia sostituzione S % , facendo :
%
Sa , ., = Sa Sa , .
Procedendo sempre con questa legge si puo costruire la sostituzione
la quale a perfettamente determinate, quando sono fissati i valori dei numeri
interi u, (3, y, . . . i. . Se in e it loro numero, si deduce subito dal modo di
formazione di :
the questa sostituzione e I'altra data da :
T' S . a ,	
sono trasform ate 1' una dell' altra .
Le sostituzioni fondamentali the entrano nella costituzione di Sd ,
sono S ed S', e queste possono anche avers esponenti negativi, perche a, j3,
7, . . . i, sono numeri interi qualunque. Cio significa ch e nella pos-
sono anche entrare le sostituzioni inverse S -', S'-' . Ora, quando in un pro-
dotto di sostituzioni entra una sostituzione S le volts e la sue inverse S -- '
lc volts, diremo the S entra in quel prodotto h - k volts. Cio posto siano :
[a, j3,
%, . .
. i, ], k, P, ~,
. . . i,]'
i numeri dells volts the S e~' S' entrano in Sa
Consideriamo poi la sostituzione :
S ,,1 . . . . i,
laa quale si costruisce con la legge precedents . Le sostituzioni ausiliarie the
servono per la sue formazione sono :
SR
= S S'3
,
Ora la S . ~,% .~, Si puo considerate come costituita da S' e da S, ; in tal
caso essa e forma.ta da queste sostituzioni come S, %, , i e formata da S e da S' .
Percio :
[13,
7,, . . i.]
c [~, i'
.. . i .]
,
di equazioni diff'erenziali lineari ridueibili .
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sono i numeri delle volte che S' e S a entrano in S . p	x, quando essa Si
considers costituita da queste sostituzioni . Ma la S entry in
7,.,)
inquan-
toche si trova in Sa ally prima potenza ; eppero avremo :
[«, a,
v , . . . ),]
_ [13,
v, . .- ).] . (9)
Invece la S' vi entry per mezzo di S . e direttamente . Evidentemente la S'
entry in per mezzo di S , un numero di volte dato da « [(3, ,, . . .
Direttamente poi la S' entry in Su un numero di volte eguale a quello
che si ha quando si considers quests sostituzione come costituita da S' e da
S,, ossia un numero di volte dato da
[13, i, . . . ).] ; quindi abbiamo :
[«, 8, v,
. . .
a1 '
=°I13, v , . . . 1]'+[13, %, . . . ),]
.
(10)
Osserviamo finalmente che le sostituzioni fondamentali S, S' e tutte le
slue S, qualunque sieno i loro indici, godono delta propriety esposta nel-
1'enunciato del lemma, cioe esse a tutte le loro potenze hanno eguale a zero
it termine dells prima lines a dell' ultima colonna .
Si tratta ors di dimostrare che, essendo dati due numeri interi arbitrari
«, 13, si pub sempre costruire una S tale che essa o una sua potenza con-
tenga la S « volte e la 8'3 volte .
Cominciamo dal considerare due numeri «, ( primi fry loro, e suppo-
niamo inoltre che « sia positivo . Allora si possono sempre determinare due
altri numeri p,, «, tali ehe si abbia :
8=p,«-{-«,,
e colts condizione che «, sia positivo a minore di « . Considerando poi « e «,
si possono fare tutte le operazioni necessarie per la ricerca del loro massimo
comun divisore . Siano a2 , i resti successivi, essendo = 1, e
p2,
p3, . . .
pi_,,
pi
i quozienti successivi, essendo pi = «2_ 2 ; avremo le i - 1
relazioni :
R =p,a +«,
« =p2«~
«2
«, = p3 a 2 -}- «a
Annali di Matematica, terr:o XIX . 17
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Dalla (9) si ottiene :
per la quale sia
[pi,
p2 , . . .
pd =
R
[pi,
p2, . . .
Pd _
[p2j . .
. pi]
[p2,
p3j . . . pi] _ [p 3 , . . . P1]'
[pt-i, pi] _ [pi] '
pi
[pi] = 1
.
Pa queste a dalla (10) si ricava poi :
[p , , p 2 ,
. . .
id'
=
p , [pi, p2,
. . .
Pd
+ [p2 , . . . pi]
[p , , p2,
. . . pi] = p2 [p 2 , . . .
pd + [p3,
. . .
pi]
[P2 , . . . P1] =P 3 [p3 , . . . P 1] + [p4 , . . . P1]
[Pi-2, pi-i, pi] =pi-i [ pi- i, pi] + [p1] =
pi-i pi + 1 .
Quest' ultime relazioni confrontate con le (11) ci mostrano che :
a = [pi, p
2 j . . .
pi], _ [p+, P2, . . . P11',
e quindi la sostituzione :
Spl , p 2 , . . . p;
contiene la S a volte e la S' j3 volte .
Si abbiano ora due numeri interi qualunque r, ' . Se sono ambedue di-
versi da zero, si pub determinare it massimo comun divisore na come se fos-
sero positivi . Allora i numeri :
Y
8
±m' ±m'
nei quali si prende it segno + o ii segno -- secondochb r b positivo o ne-
gativo, godono di tutte le proprieth di a e 3. Per conseguenza si pub sempre
trovare una sostituzione
Sp,, p2,. . . p;
Y
[P1,
p2, . . .
P11'
-
+ m
Altos la sostituzione
di equazioni di f ferenziali lineari riduciUli .
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contiene y volts la S e a volts la S'.
Se poi e :
oppure :
±m
Sp1
, p a ,
. .
. pi
a'< 0,
a== 0,
allora si pub considerare net primo caso la sostituzione S'a e net secondo
1'altra S' .
In ogni caso la sostituzione the si determina, e the contiene y volts la S
e a volts la S', ha eguale a zero it termine delta prima linea a dell' ultima
colonna, perche essa e sempre una potenza positiva o negativa di una S.
Ora se diamo a y e a a i sistemi di valori
l, 0 ; -1, 0 ; 0, 1 ; 0, -1 ; 1, 1 ; -1, 1 ; 1, -1 ; -1, -1,
si vede the y, Si comporta negli otto parallelogrammi, the racchiudono quello
fondamentale, hello stesso modo the combinazioni lineari a coefficienti costanti
di y,, y z , . . .
yn-,
Si comportano net parallelogrammo fondamentale ; epperb y,
e uniforme in quests otto parallelogrammi . Seguitando in questo modo cot
dare a y e a a^ tutti i possibili sistemi di valori inters, si troves the y, e
uniforme in tutto it piano .
Se y, e di seconda specie, allora pub darsi the esso sea it solo integrals
uniforme, ma se non e di seconda specie, esso dovra far parts di un gruppo
d' integrals uniforms in tutto i1 piano, fra i quali ve ne dovra essere uno al-
mono di seconda specie . Cosi it teorema recta completamente dimostrato .
11 . Questo teorema pub servers utilmente alla integrazione dells equa-
zioni a coefficienti doppiamente periodici, quando i punts critics per gl'inte-
grali the si trovano entro it parallelogrammo fondamentale si riducono a uno,
perche soltanto allora si pub verificare con metodi algebrici e perfettamente
determinate se esistono n - 1 integrals uniforms entro it parallelogrammo fon-
damentale .
Infatti abbiamo gia osservato alla fine del primo eapitolo the in questo
caso l'eouazione determinants relativa all'unico punto critico per gl'integrali
ha tutte le sue radici inters . Per conseguenza bastes studiare gl'integrali
hells vicinanze del punto critico e verificare se fra esso ve ne sono n - 1
distinti the non contengano logaritmi .
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Quando i punti critici per gl' integrali the si trovano entro it parallelo-
grammo fondamentale si riducono ad uno solo, it teorema the abbiamo di-
mostrato Si puo enunciare piir -semplicemente net modo seguente :
Le equazioni differenziali ' lineari di ordine n a eoeffcienti doppiamente
periodici ed aventi entro it parallelogrammo dei periodi un solo pump critico
per gl'integrali ammettono un gruppo d'integrali particolari uniformi, tulle
le voile ehe ne esistono n - 1 Glee si mantengono monodrorni nelle vieinanze
del pun to critico .
Le equazioni the soddisfano alle condizioni esposte nell' enunciate di
questo teorema possono considerarsi come completamente integrabili. Infatti
esse ammettono sempre ahneno un integrale particolare uniforme di seconda
specie, the si pua determinare con metodi analoghi a quelli the sono stat .i
dati net case dell' integrale generate uniforme .
Note uno di questi integrali di seconda specie, the si puo prendere per
uno degl' integrali y, y i ad es., si fascia nell' equazione :
y=y;fzdx .
Si ottiene in tat modo un'equazione d'ordine n- 1 in z pure a coefh-
cienti doppiamente periodici ed aventi entro it parallelogrammo fondamentale
gli n- 1 integrali particolari distinti :
d y, d yt d ye-id yi+id yn
dx (yi ) dx (yi ' . . . dx yi )' d ( y ) dx \y)
Di questi i primi n - 2 sono sempre uniformi net parallelogrammo fonda-
mentale, a l' ultimo viene aumentato del primp moltiplicato per a, quando si
gira attorno al punto critico net sense positive,
ridl case pero the sia i > 1 .
Se invece e i -- 1, allora anche l' ultimo integrale e uniforme, e l' equazione
e di queue del PrcARD . Sicche, abbassando di una unity 1'ordine dell'equazione
data, se ne ottiene un' altra the soddisfa pure alto condizioni del teorema, e
the in easi speciali e di queue del PICARD . Ma si pua sempre abbassare l' or-
dine di questa nuova equazione determinandone un integrale . Seguitando in
questo modo si giunge ad un' equazione del prime ordine, the e perfettamente
integrabile. Risalendo poi dagli integrali suceessivamente ottenuti a quelli
dell'equazione primitive, si vede ehe questi ultimi Si possono sempre ottenere
con quadrature. Eppero le equazioni, the godono delle propriety esposte nel-
1'enunciato del secondo teorema, possono considerarsi come perfettamente in-
tegrabili .
(%) Vedi parts
1 .',
numero 5
.
di equazioni di f ferenziali lineari riduciUli .
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IV.
12. Esporremo in quest'ultima parts alcuni esempi di equazioni del se-
condo e terzo ordine the soddisfano a tutte le condizioni dell'ultinio teorema
the abbiamo enunciate, e mostreremo ancora come talvolta quest'ultimo teo-
rema possa servire utilmente per riconoscere in mode semplice se un' equa-
zione a coefficients ellittici abbia per integrals generals una fuzione uniforms .
Sia l'equazione del secondo ordine :
F(x, z, 2)=z"+Pz'-{-Qz=0,
e le funzioni P e Q siano doppiamente periodiche coi periodi 2,, 2' . Af-
finche la F = 0 soddisfi ails condizioni del teorema bisogna the le equazioni
determinants relative ai sues punts singolari abbiano le lore radici inters, e
the dei punts singolari she cadono entro it parallelogrammo dei periodi uno
solo sia critico per gl'integrali . Sicche deve essere verificata la relazione (*) :
D1 , 2 =0
per tutti i poli the P e Q hanno entro it parallelogrammo, all' irifuori di uno,
per it quale deve essere invece
mod (D1 , 2 ) > 0.
Noi prenderemo la F = 0 in mode she goda di tutte quests propriety ;
ma per pill generality supporremo di avers verificato she per tutti i punts
singolari del parallelogrammo, all'infuori di uno, e soddisfatta la relazione :
D1 , 2 =0
.
Possiamo ancora supporre di avers scelto la variabile indipendente x in mode
the questo punto, the non sappiamo se sia critico o no per gl'integrali, venga
a coincidere col vertice zero dei parallelogrammo fondamentale .
Siano a1 , a 2 , . . . al i rimanenti punts singolari dei parallelogrammo fon-
damentale e
sk, sk -+- rk
le radici della determinants relativa ad ak, disposte in ordine erescente ;
sicche sk ed rk saranno numeri inters ed rk sempre positive a differente
da zero .
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Fra i numeri r ve ne saranno alcuni eguali all' units ed altri maggiori
di uno. Siano
rz+1, ri+2,
. . . rl
quelli eguali ad uno, essendo naturalmente
0 iG1.
Si fascia in F = 0 un cambiamento di funzione incognita
h d (
x
_
ak) Z(ak)x
Sk
z=y II[	
t(x)
e , ,
essendo
Z(ak) _
G(ak)
e 6 (x) la funzione di WEJERSTRASS corrispondente ai periods 2,, 2c' ; si ot-
tiene in tat modo la nuova equazione
G(x, y, 2)=y"+py'+qy=0,
la quale e pure a coefficients doppiamente periodici, e gods dells stesse pro-
priety dells F = 0.
Inoltre e facile vedere the la G = 0 e assai piu sernplice dells F = 0.
Infatti i punts singolari, the essa ha entro ii parallelogrammo fondamentale,
sono soltanto : 0, a,, a2 , . . . a2, e sib perchb i suoi coefficients p e q sono
finiti negli altri punts ai+,, aa •
Le radici dells determinants di G = 0
relative ad a,, a 2j . . . ai sono rispettivamente :
0, r, ; 0, r2 ; . . .
0, ri,
sicchb l'integrale generals di quest'equazione si mantiene finito e continuo in
tutti i punts del parallelogrammo fondamentale all'infuori del vertice zero .
Quests propriety delta G = 0 ci mostrano the b meglio considerare una
tale equazione invece delta F = 0, la qual cosy del resto si pub sempre fare,
perchb per mezzo delta relazione (1) Si pub sempre passare dagli integrals di
G = 0 a quelli di F = 0 .
Indichiamo con :
- (n + h), -n
ponendo :
(1)
le radici dells determinants di G = 0 relativa al punto zero, disposte in or-
dine crescents. I numeri n, h sono inters, ed h b sempre positivo, e diviene
uguale alto zero solo quando le due radici sono eguali . Quests numeri e gli
altri r,, r 2j . . . ri devono soddisfare ally relazione :
i=3,
di equazioni diff'erenziali lineari riducibili .
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=i
2n+h+1+i- ~'rk=0,
F: =1
n=1, h=0, r,=r2 =r3 =2.
(2)
la quale esprime the la somma dei residui dei poll, the p ha entro it pa-
rallelogrammo, e eguale alto zero .
La G = 0 e un'equazione del PICARD, quando to zero non e un punto
critico per gl' integrals ; in caso contrario essa soddisfa a tulle le condizioni
dell' ultimo teorema del capitolo precedents, ed ammette quindi un solo inte-
gral' uniforms, it quale deve essere di seconda specie, e deve nelle vicinanze
dello zero comportarsi come la funzione x -°Z . Ma cib non pub mai avvenire
quando e n < 0, perche allora si avrebbe una funzione di seconda specie
sempre finita ed avente in zero un infinitesimo di ordine - n . Sicche per la
G = 0 si hanno i due seguenti resultati :
1 .° Lo zero non pub mai essere un punto critico per gl'integrali,
quando n e negativo .
2 .° Essendo n positivo o hullo e to zero critico, esiste sempre per la
G = 0 un integrals particolare uniforms di seconda specie con un polo di
ordine n in zero .
11 primo di quests risultati pub servire utilmente per verificare se un'e-
quazione del secondo ordine a coefficients ellittici ammette un integrals ge-
nerate uniforms . Cosi ad es ., essendo data l'equazione di LAME :
si vede subito the essa deve avers un integrate generate uniforms .
Consideriamo un caso specials d'equazioni a coefficients ellittici ed aventi
un solo integrals uniforms, it qual caso si pub ottenere dando valori deter-
minate all' quantity i, h, n, r,, r2j . . . ri, in modo perb the sea sempre sod-
disfatta la (2) . Facciamo ad es. :
Si ha cosi un'equazione con quattro punts singolari 0, a, b, c entro it
parallelogrammo dei
periods;
it primo dei gusts, cioe to zero, oltre ad essere
singolare a ancora critico per gl'integrali, perche le radici dells sua deter-
minants sono ambedue uguali a - 1 .
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Se poniamo :
(fx~ d)
_
1 p
(a) + p' (x)
2 p ()- p (x)
a
si vede the l'equazione si puo' mettere sotto la forma :
y" + [f (x, a) -I- f(x, b) + f(x, c)] y' +
(3)
+ [p (x) + A f (x , a) + B f (x , b) + C f (x , c) + B] y =0 .
)
Le relazioni D 1 , 2 = 0 corrispondenti ai punti a, h, c sono :
A2 + p (a) + 1? = (A -
B)f(a, b)+(A-C)f(a, c)
B2 +p(b) +
B = (B
-
C) f(b,
c) + (B -
A) f(b, a) (4)
C2 + p(c) + B = (C
-
A)f(c, a) + (C
-
B)f(c, b)
sicchi dells quattro quantitb, A, B, C, B una sole rimane arbitraria .
Essendo n = l, l'integrale uniforms diverrb infinito del primo ordine net
punto zero, a sari, quindi delta forma :
c (x - ~) z(€)-l- %)x
(x) e ,
ove
e e un punto del parallelogrammo the non coincide con quelli di singo-
laritb,, e A una costante determinate .
Ma invece di questo integrals consideriamo la sue derivata logaritmica,
la quale a data da :
(5)
Se prendiamo per funzione incognita :
y
l'equazione differenziale si trasforma nell'altra :
v' + v2
+ [f(x , a) + f (x , b) + f (x , c)l
v
+
+p(x)+Af(x, a)+Bf(x, h)+Cf(x, c)+B=0
.
Ponendo in quest'equazione in luogo di v it valore di v, dato dalla (5),
si ottiene una nuova relazione, di cui it secondo membro a sempre to zero,
ed it primo a una funzione di prima specie delta x con cinque poli del primo
di equazioni dif ferenziali lineari riduci1ili .
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ordine entro it parallelogrammo, ciob, 0, a, L, c, Annullando i residui di
0, a, b, c ed it valore che la funzione prende in zero, quando si a annullato
it residua di questo punto, si hanno le cinque rela .zioni seguenti
f(a,
f(b,
~)-A--A=0
)-A -B=0
f(c,
e)-X--C_-_0 (6)
A+A+B+C=0
A2 -
2p (E)
-p(a) -p(b) -p(e) + R = 0.
Evidentemente deve esistere un sistema di valori per e e A che verifichino
quests relazioni, e cib perchb si possa determinare la funzione v, a quindi
1' integrals y, . Epperb tre dells (6) devono essere conseguenza dells altre due .
Ma ci si pub accertare di questo eliminando e e A dalle (6), perche allora e
facile vedere che si ottengano le (4), le quali per ipotesi sono soddisfatte .
Dalla quarts dells (6) abbiamo :
e dalla quints, ponendo per A it suo valore, si ricava
p (E) _
(
A + B + C)z + R --
p (a)-p (b)-p (c) '
2
Quest' ultima relazione ci d~ due valori per e; ma soltanto uno di essi b tale
che, sostituito nelle prime tre dells (6), le verifica. Difatti, da una di esse,
dalla prima per es ., si ottiene :
p' (e) = 2(B + C) [p
(a)
-p()}
E - p' (a) ;
ma per simmetria, servendoci ancora dells altre due, si ha invece :
2~(B+C)p(a)-4(A+B+C)p(E)-~p'(a),
p \J == 3
Sostituendo a p(e) 1'espressione che gia abbiamo trovato, si ottiene :
p'() =
3
[2(B
+ C)p (a) - gyp' (a)
-
2(A
+ B + C)' -
-2R(A+B+C)+2(A+B+C)
p(a)]
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Per quanto abbiamo detto vi deve sempre essere un valore di E the ve-
rifiea al tempo stesso quest' ultima relazione e quella the ci dt p(s) ; ma
dalla natura stessa di queste relazione si vede subito the di tall valore non
ve ne pub essere the uno . Quindi 1'integrale y, e perfettamente determinate .
L' altro integrals y2 e data da :
G (x -
a)
G (x
- b)
G (x -
c)
[Z(a)+Z(b)+Z(c)-2Z(`)-21x
y' = y'J
~x
(x)
,2 (
x- E)
e
13. Negli esempi the faremo sulle equazioni del terzo ordine, conside-
reremo equazioni the hanno entro it parallelogrammo dei periods un solo
punto singolare, cioe quello critico per gl' integrali, e supporremo the queste
punto coincida cot vertice zero, it the del resto si pub sempre ottenere con
un cambiamento di variabile . Le radici delta determinants relativa a zero
devono essere inters, e nelle vicinanze di queste punto vi devono essere sempre
due integrali distinti privi di logaritmi, la qual cosa, come abbiamo veduto, si
pub ottenere in due mode differenti .
Sia :
G(x, y, 3)=O
un' equazione del terzo ordine a coefficients ellittici e the abbia entro it pa-
rallelogrammo un solo punto singolare, the coincida coi vertice zero, e siano :
-n, -n+h, -n+lt+k
le radici delta determinants relativa a queste punto, the supporremo inters
e disposte in ordine crescents .
Dalla natura dell'equazione G = 0 si deduce the la somma di queste tre
radici deve essere eguale a 3 ; abbiamo quindi :
-3n+2h+lc=3. (7)
Possiamo anche porre per condizione the la G -- 0 abbia nelle vici-
nanze delta zero due integrali privi di logaritmi ; allora le precedents radici
non potranno essere tutte tre eguale . Tenendo canto di queste fatto e delta
relazione (7) si vede the i tre numeri n, h, k devono avers valore inters e
positive, potendo anche essere eguale alto zero, cotta condizione perb the i
due numeri h, k non siano nulls al tempo stesso, perche in queste case le
tre radici sarebbero eguale .
Qui pure 1' ultimo teorema del capitolo precedents pub servire utilmente
per riconoscere in mode semplice se un' equazione del terzo ordine a coeffi-
cients ellittici ha 1' integrate generate uniforms .
di equazioni differenziali lineari ridueibili .
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Supponiamo infatti di aver verificato the per l'equazione G = 0 e sod-
disfatta la relazione
D2 , 3 = 0
e di non saper nulla relativamente alts altre due
D,, 2 -0, D,, 3 =0.
Con questo dato soltanto siamo in grado di dire the la G = 0 ha uno o due
integrals uniforms . Essa quindi deve ammettere un'integrale uniforme di se-
conda specie, it quale nelle vicinanze dello zero deve comportarsi come una
dells due funzioni :
x-n+h
x-n+h+h
•
7 1
ma cie non e possibile quando e :
-n+It?0,
perche allora vi sarebbe un integrale uniforme di seconda specie sempre finito
ed avente in zero un infinitesimo d'ordine - n + h o - n + h + k . Per con-
seguenza anehe le due altre relazione D,, 2 = 0 D,,
3
_ 0 devono essere sod-
disfatte, e la G = 0 deve avers l' integrale generate uniforme .
Questo fatto si presenta per l'equazione :
y"+[--3n(n+1)p(x)-f a]J'+[-n(n+1)(n+2)p'(x)-f-ply=0,
ove ~, ( sono costanti arbitrarie . Infatti le radici delta determinants relativa
a zero sono :
-2n, n+1, n -f 2,
ed e facile vedere the 1a relazione D 2 ,
3
= 0 e sodddisfatta .
Diamo ora alcuni esempi di equazioni a coefficients ellittici del terzo or-
dine the hanno soltanto uno o due integrals uniforms .
Per considerare i due case die Si possono presentare diamo alts costanti
n, h, k di G = 0 i due sistemi di valori
0, 0, 3
-1, 3, 0 .
Si hanno cosi i due sistemi di radici
0, 0, 3
-1, 2, 2,
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ai quali non potranno naturalmente corrispondere tre integrale distinti privi
di logaritmi nelle vicinanze dello zero . Ma affinche di quests integrals senza
logaritmi ve ne siano due soltanto, dovremo porre per it primo sistema di
radici Ia relazione
e per it secondo 1' altra
.L 2 , 3
=
0
D,,
Y
= 0.
Nel primo caso si ha l'equazione :
y" + [- 2p(x) + a] y' + [- 2 p'(x) + (3p(x) + y] J = 0 (8 )
e nel secondo l' altra :
y"+
[- 2p (x) + a] y' + [Rp (x) + y] y = 0
. (9)
In queste due equazioni le tre costanti a, 3, y sono legate fra loro dalla
relazione :
P 3
+4a13+87=0, (10)
sicche due soltanto di esse restano arbitrarie .
La (8) ammette sempre un' integrale uniforme di seconda specie, it quale
diviene entro it parallelogrammo infinito del primo ordine in zero . Quest' in-
tegrale a quindi dells forma
c
(x- E) [Z(~)+alx
,(x)
e
'
ove e e a, sono due costanti da determinarsi .
Sostituendo quests espressione nella (8), si hanno per la determinazione
di a ?, le due relazione :
Y
Abbiamo quindi entro it parallelogrammo due valori per e, the potremo in-
dicare con e, a e 2 , essendo e 2 = 2w + 2'' - e, . Quests due valori di a ci
danno i due integrale di seconda specie
ZG
--
c(x - Es) e[Z(Ei)
RJx
s - c lx)
G
(x
+
g~) -rZ(E1)+
P
Jx
u= = e
-
(x)
di equazioni di erenziali lineari riducibili .
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Nel caso the i due valori di vengano a coincidere, it the accede quando
risulta
el
= CL) e, = CJ Cs) + (O
si ha un solo integrals uniforms u, di seconda specie . E facile perb vedere
the anche in questo caso di eccezione la (8) ha sempre due integrals uni-
forms in tutto it piano, cioe, oltre all' integrals u„ ve ne e un altro, it quale
non e di seconda specie .
Tnfatti sieno y,, y2,
y3
tre integrals distinti delta (8), i quali, quando
colts x si gira net senso positivo attorno al punto zero, subiscano la sosti-
tuzione
0 0
T=010
' 0 1 1 ,
essendo una costante determinate differente da zero .
Per quello the abbiamo dimostrato net capitolo precedents, sappiamo the
l'integrale y, deve essere uniforms in tutto it piano . Eppera, se u, a it solo
integrals uniforms delta (8), dovremo avers :
U1
= c y, ,
essendo c una costante determinate, ed anzi potremo prendere gl' integrals y
in modo the sia c=1 e
Si faccia ore nella (8) :
y=u,
J
zdx ;
si ottiene allora l'equazione del secondo ordine in z
z"+pz'+qz=0, (11)
la quale e pure a coefficients ellittici, ed ammette per integrals le due fun-
zioni uniforms in tutto it piano :
ly! i , Ly,,
.
Quest'equazione e quindi di quells del PICAR.D ; ma, se calcoliamo le ra-
dici dells sue determinants relative a zero, si vede the esse sono ambedue
eguali a 2. Per conseguenza la (11) non pus essere una equazione del PicsRD,
e quindi la (8) deve avers due integrals uniforms u,, u, .
142
	
Bigiavi : Sopra una ctasse
L'integrale u 2 Si pub ottenere dalla (11), osservando the essa ammette
sempre un integrale uniforme di seconda specie z,, per it quale si deve avere
necessariamente
_ um
z ' - [ui
e quindi :
u 2 = u i fz i d x.
L'integrale non uniforme delta (11) e dato da :
-fpdx
f
e
z2
	 dx,
i
x+2=zi
e quiudi per avere 1' integrale non uniforme delta (8) bastera porre
-fq~dx
e
u3 =u, z 2 dx=u, z i dx	
2
	 dx.
Si pub ancora ottenere l'integrale u 2 facendo use delta formula :
u2 =
8 u,
Cl ~i
nella quale Si suppone dapprima la e i indeterminate, eppoi si assegna ad essa
it valore the deve avere . Non staremo qui a dimostrare questa formula, la
quale del resto si ottiene assai facilmente .
Andiamo ore all'equazione (9) ; essa ammette un unico integrale uniforme
dato da
- .x
2
u,=e
Per aveiie gli altri due integrale the non sono uniforme baste fare nella (9) :
y=Ui ftdx.
Si ha allora l'equazione in t
J
:
t"-
32
t'-j- -2p(x}-{-tt-f
3421
t=0, (12)
la quale per le osservazioni gia fatte sulla (11) deve essere di queue del
PICARD. E ci si pub accertare di questo cot cambiare nella (12) la funzione
incognita facendo
di eguazioni di f ferenziali lineari riduciUli .
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3R
x
t=we 4 .
Essa infatti si trasforma allora nella equazione :
w" -~- ~- 2 p (.x) -{- « - ~l
8
2v = 0,
la quale non e altro the quella del LAM net caso di n -= 1 .
Quindi la (12) si integra facilmente, e ci da due integrals 4, 4, in
nerale ambedue di seconda specie . Da quest'integrali poi si passa a .i due
uniforms delta (9) mediante le formule :
u2 = u, f t 2 d x., u3 = u,
J
t3 d x .
ge-
non
Termino questo lavoro rendendo vivissime grazie all' egregio prof . VITo
VOLTERRA, it quale mi ha guidato in quests studs, dandomi numerosi ed utili
consigli .
